Planche n° 15. Calculs de primitives et d’intégrales : corrigé

Exercice n° 1.

1) Pour tout réel x de ]0, +ool,

4 2 1 1

1 1
3 3

_7 - 4y 4
x X\/; 3\/)_( ({1/;)7 Xﬁ x2 4x3 4x4

=33 —7x3 4312 — ! —d4x7/4
X

1 1 1
—3/2
TG T T

et donc les primitives sur ]0, +oo[ de la fonction considérée sont les fonctions de la forme

X X3 3x3/? ! 4x=3/4  x1/2 1 1 C. CeR
S T T3 T T It O T s e T EED
ou encore
3x* 16 4 1 1 1
xHL—3x2\3/7_<+2x\/§—1nx+73——+———2——3+C, CeR.
4 3(X) Vxooxo 8 12x
1
2) Pour tout réel x, (x — 1)6"2 —2x — Z(2x — Z)CXZ ~2% et donc les primitives sur R de la fonction x — (x — 1)6"2 —2X gont

1
les fonctions de la forme x — zexz_z" +C, CeR.

3) Soit I un intervalle sur lequel x? — 1 ne s’annule pas.

X 1 2x
Pour tout réel x de I, == 5 et donc les primitives sur I de la fonction x —

x2=1°  202-1) (x2 1)

delaformex»—)—%—}—C,CeR.
4(x2—1)

4) Soit I un intervalle sur lequel x3 + 9x — 5 est positif.

sont les fonctions

3

1
Pour tout réel x de I, (xz + 3) Vx3+9x—5 = §(3x2 +9) (x3 + 9x — 5)]/2 et donc les primitives sur I de la fonction
3/2
1(x*+9%—5 2
X = (X2+3) Vx3 + 9x — 5 sont les fonctions de laformex'—>§( 372 ) +C:§(x3+9x—5)3/2+C, CeR.
) 2x + 1 5 —2/3 . .
5) Pour tout réel x, ————— = (2x + 1) (x +x+ 1) et donc les primitives sur R de la fonction
(\3/x2 +x+ 1)
2x+1 1
X = Lz sont les fonctions de la forme x — 73 (x? +x+ 1)1/3 +C=3Vx2+x+1+C,CeR.
(V+x+1)

6) Pour tout réel x de ] 1] [ 2 2 et donc les primitives sur ] 1] [ de la fonction x +— 2

— =, - Vi - s

20 Vi—a2 -2 P 22 NG
sont les fonctions de la forme x — Arcsin(2x) + C, C € R.
1 2 1

7) Pour tout réel x, T4 2 X T (2 et donc les primitives sur R de la fonction x — T2 sont les fonctions

de la forme x — %Arctan(Zx) +C,CeR.

1 1
8) Pour tout réel x, = et donc les primitives sur R de la fonction x — —— sont les fonctions de la forme
] 44+x2 224 x2 4+ x2
x — = Arctan (ﬁ) +C,CeR.
2 2
) 1 1 o .
9) Pour tout réel x, = 5 et donc les primitives sur R de la fonction x — ————— sont
X2 +x+1 2 X2 +x+1
2 2
1
1 X+ z
les fonctions de la forme x — —— Arctan + C, C € R, ou encore les fonctions de la forme
V3/2 V3/2
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X = i Arctan (M
V3 V3

10) I est 'un des deux intervalles ]0, 1] ou ]1,+oo[. Pour tout réel x de I,

>+C,CER

1 1
= ﬁ et donc les primitives sur R de la
xlnx Inx

sont les fonctions de la forme x — In|ln(x)| + C, C € R.

fonction x —
xInx

1 1 x
11) Pour tout réel x de R, = — et donc les primitives sur R de la fonction x —
T+e> 1 e+l
eX

fonctions de la forme x — In (1 +e*)+ C, C € R.

sont les

1
1+ex

.2
S x/2 1 1 —cosx
12) I désigne un intervalle sur lequel x — sin x ne s’annule pas. Pour tout réel de I, M = - x ——— et donc les
x —sinx 2 x—sinx
sin?(x/2)

primitives sur I de la fonction x —
X —sinx

1
sont les fonctions de la forme x — 3 Injx —sinx|+ C, C € R.

: . . sin’ (x/2)
13) I désigne un intervalle sur lequel x — sin x ne s’annule pas. Pour tout réel de I, ﬁ =
X —sinx

1 —cosx
X ———— et donc

(x —sinx)

N —

o , sin?(x/2) ,
les primitives sur I de la fonction x — —————— sont les fonctions de la forme x —» ————— C€R.
(x —sinx) 4 (x —sinx)

X x
14) J (z) Inx dx = J(xlnx—x)’e"l’“"*X dx = e x4 C = (z) , CeR.

Exercice n° 2.

1) Jlnx dx:xlnx—Jxx % dx:xlnx—J1 dx =xInx—x+C, CeR.

2 2 2 2 2
X X 1 X 1 X X
2)Jxlnxdx——2 lnx—J—2 X = dx——2 1nx—§deX——2 lnx——4 +C,CeR.

3) Jln(x—i—U dx = (x+1)ln(x+1)—J(x+1) X x1

7 dx:(x—H)ln(x—H)—J] dx=(x+1)In(x+1)—x+C, CeR.

x
4) | Arcsinx dx = x Arcsinx —J ——— dx =xArcsinx+ v1—-x2+C, CeR.
)d V1—x2
1
5) | Arctanx dx = x Arctanx —J HLXZ dx = x Arctanx — 3 In(1+x?)+C, CeR.
X
6) | Arccosx dx :xArccosx—l-Ji dx = x Arccosx — V1 —x2+C, CeR.
)d V1 —x2

7) | xe™* dx = —xe ¥ + J e ¥dx=—xe *—e *+C=—(x+1)e *+C,CeR.

J

8)

J(xz—.’)x—l—l)e" dx = (X2—3X+1)€X—J(2X—3)€X dx = (xz—3x—|—1)(3"—(2)(—3)6"—1—2JeX dx

=(x*=3x+1)e*—(2x—3)e* +2e*+ C= (x> —5x+6) e+ C, CeR.

—2x
—2x € 1 —2x 1 —2x 1 —2x 1 —2x
_ — _ _ — —(x — _ = —(2x — .
9) J(] x)e dx (] X) Je dx (X 1)6 + -e +C ( X 1)6 +C, CeR

2411
10) Jln (1+x%) dx=xIn(1+x?) —zJ % dx =xIn(1+x*) —2x + 2 Arctanx + C, C € R.
11)
JeArccosx dx :XeArccosx +J X eArccosx dx
V1 —x2

_ XeArccos x _ /] _ XZeArccos x + J /] —x2 —1 eArccos X dx
V1—x2

et donc, JeArCC"” dx = % (x - xz) ehrecosx L C CeR.
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12)

cosZx — 1

dx = sinxIn(1 + cosx) —J —— dx
cosx + 1

Jcosxlnﬂ + cosx) dx = sinxIn(1 + cosx) —Jsinx _omx
1+ cosx

=sinxIn(T + cosx) —J(cosx— 1) dx =sinxIn(1 +cosx) —sinx+x+ C, C € R.

X X

X L x+T=1 1T 1 N 1X’ xe e
13) (X+1)ze = (X+])2e _X+]e _(X+])2e —(mC) etdoncjm dx_m+C,C€R

Xn—H 1 X‘n+1 XTH—]
14)Jx“1nxdx:—lnx——Jx“dx: Inx — +C, CeR.
n+1 n+1 n+1 m+1)2

15) lére solution.

1
J e cos(ax) dx = ae‘”‘ cos(ox) + % J e sin(ax) dx

o o?
= —e%  cos(ax) + — e sin(ax) — — J e®* cos(ox) dx
a a a
o? 1
et donc <1 + E) Jea" cos(ax) dx = 2 (acos(ox) + acsin(ox)) e + C, C € R puis

1

“ 1l (acos(ax) + asin(ax)) e®™ + C, C € R.

J e®* cos(ax) dx

2éme solution.

) elatix) eax
J e cos(ox) dx = Re (J elatiax dx) = Re (7> + C = ———Re((a —ic)(cos(ax) + isin(ex)) + C
a—+1x a” +

_ eax(acos(ao;xj_—}o—(zocsin(ocx)) +C CeR

16) Jsin(ln x) dx = xsin(Inx) — J cos(lnx) dx = xsin(Inx) —x cos(lnx) — J sin(Inx) dx et donc

Jsin(lnx) dx = g (sin(Inx) — cos(Inx)) + C, C € R.

17) sze" sinx dx = Im <J xZell+i)x dx). Or,

(1+1) (141) (1+1)
szemﬂ)x dx:xze l.x — 2 ; Jxe““)x dx :xze l.x — 2 - xe l.x — ] ; JCUH)X dx
1+1 1+1 1+1 1+1 141 141

x2 2x )
_ (T+ix) C
T (1+1)2+(1+1)3>e *

1
2

(x* =1+ i(—x* +2x —1))) (cosx + isinx)e* + C.

Par suite,

(x* = 1)sinx — (x> —2x + 1) cosx) e* + C, C € R.

N =

sze" sinx dx =
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18) Sur | —1,1[,

—2x x2
\/1—x2dx:x\/1—x2—Jx7dx:x 1—XZ+J7dx
J 21 —x2 V1—x2
2141 1—x2 1
=x ]—XZ—FJXi dX:X\/]—Xz—Ji dX-}—Ji dx
V1 —x2 V1 —x2? V1—x2

=xv1 —xz—&—Arcsinx—J V1 —x2 dx.

1
Les primitives sur ] — 1, 1[ de la fonction x — +/1 —xZ sont les fonctions de la forme x — 5 (xv] — %2 + Arcsin x) + C,
CeR.

Exercice n° 3.

1
1) Soit I un intervalle ne contenant ni —3 ni —2. Déterminons deux réels a et b tels que pour tout réel x de I,

1 B 1 . a . b
2 - - 1"
2x? +5x +2 2(X+2)(X+1> x+2 - 1
2 2
Pour tout réel x de I,
@ b a n 2b a(2x+1)+2b(x+2)  2(a+b)x+ (a+4b)
x+2 X+l_x+2 2x+1 2x2 +5x +2 N 2x2 +5x +2
2
1 1
On choisit a et b tels que 2(a+b) =0 et a+4b=1c’est—é,—direa=—§ etb=§.Pourtoutxde I,ona
1 1 n 1
2x2+5x+2 3 x+2 1
X+ 3
2
L imiti I de la fonction x — t les foncti de la f x»—>1 1x+1 Injx+2|+C
es primitives sur I de la fonction T 512 sont les fonctions de la forme 3 (I 7l n ,
CeR
1
2) Soit I un intervalle ne contenant pas 7 Pour tout réel x de I,
1 B 1
2 —4x+1 (2x—1)2°
1 1
Les primitives sur I de la fonction x +— s —— sont les fonctions de la forme x — —m +C, CeR.

3) Pour tout réel x,

1 1
x24+2x+2  (x+1)24+1°

Les primitives sur R de la fonction x — sont les fonctions de la forme x — Arctan(x+ 1) + C, C € R.

1
x2 +2x+2
4) Pour tout réel x,

1 1

2 = P
x> +x+1 +l 2+ @
) 2

1
1 1 X + z
Les primitives sur R de la fonction x — ————— sont les fonctions de la forme x — —— Arctan +C,CeR
x2 +x+1 V3/2 V3
2 2 1 :
X+
ou encore X — —= Arctan | ——— | + C, C € R.
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5) Pour tout réel x,
1 B 1
x? —2xcos®+1  (x—cos0)? + (sin0)*

1 1 X — 0
Les primitives sur R de la fonction x — ———————— sont les fonctions de la forme x — — Arctan & +C,
x2 —2xcos0 + 1 sin 0 sin 0
CeR.

Exercice n° 4.
2dt

X
1) 1lére solution. En posant t = tan = et donc dx = ———,
) P 2 T+

1 1+t 2dt 1
J dx:J * :J' dt:ln\t|+C=1n‘tan§‘+C,CER.

sinx 2t 1+ t2 t
2 éme solution. ,] _ Smx __ smx . En posant t = cosx et donc dt = —sinx dx
sinx sin?x 1 —cos?x
1 sinx dx —1 1
dx = = dt=| —— dt
Jsinx x J]—coszx J]—tz Jtz—l
1 1 1 1
= — — — —— )dt==(lnt—1—Inlt+1
2J<t—1 t+1>d 7 Infe—1l=Inft+1)+C
X
2sin? =
1 1— 1 1
= - ln|- X = 1In i +C=—ln‘tan2§‘+C
2 14+ cosx 2 2 cos? = 2 2
2

zln’tang‘—i—c, CeR.

2dt
2) 1ére solution. On pose t = tan% et donc dx = ] —ftz'
1 1+t 2dt 2
Jcosx x J1—t2 1+1t2 J1—t2

1 1
:J —F+—— ) dt=In|1+t|—In]1T—t|+C
1—t 1+t

T X
tan — 4 tan =

14+t
zlni—kC:ln—nzx—l—C
1—t 1—tanztanz
X T
—Inftan (3 + Z)| + C.
n [tan 2+4 +
2éme solution. En posant t = sinx
J L Y (B L S L Y L O
COSX 1 —sin” x 2 1 —sinx

7
3éme solution. 2n posant u = x + 5

1 1 1 u X 7
dx= | ——  du= dzl’t —‘ C:I‘t ——’C.
Jcosx x Jcos(u_f) v Jsinu w=mtans * . an(2+4) +

tanx sinx

d
3)J X —J'COSX dx =In|sinx|+ C, C e R.

1 1 dx 1 dx 1 dx
4) | ———— 5— dx = X 5= = 5 5— X 5= = 5— X 5
2 +sinx 2 ftan2x 087X 2(1+tan®x) +tan*x  cos?x 2+ 3tan?x  cos?x

cos? x

En posant u = tanx, on obtient

1 1 1 /3 3 1 3
JZ—i—sinzx dx:J2+3u2 du:g\/;Arctan <\/;u> +C:%Arctan (\/;tanx>)+C, CeR.
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5)

cos(3x) B 4cos®x —3cosx B 1 " 4cos® x —3cosx B 1 " 4cos® x —3cosx
sinx +sin(3x) 4sinx—4sin®x 4 sinx(1—sin’x) 4 sin x cos? x
_l 4cosx_ 3 _cosx_é 1
4\ sinx  sinxcosx/) sinx 2 sin(2x)’
Par suite,
3 3
JM dx =In|sinx| — = In|tanx|+ C, C € R.
sin x + sin(3x) 4

1
5) cos* x + sin® x = (cos? x 4 sin® x)? — 2sin® x cos? x = 1 — 3 sin?(2x), et donc

Jié‘ ] 2 dxzj%dX:J%du(enposantu:Zx)
cos” X +sin” x 1— zsinz(Zx) 2—sin“u
J ] du J ] dv (en posant v = tanu)
=T = n nt v = tan
1+ cos?u : 1 1+2 p
+
14?2
dv 1 v 1 tan(Zx))
= | 5>——= = —=Arctan [ —= | + C = — Arctan +C, CeR.
Jv2+2 V2 (ﬁ) V2 ( V2 ’

Exercice n° 5.

s T
Pour tout x de [0, E}’ cosx + sinx > 0 avec égalité si et seulement si cosx = sinx = 0. Donc, pour tout x de [0, z},

T
cosx +sinx > 0 et en particulier, pour tout x de [0, E] , cosx + sinx # 0.

.. . cosX sin x . s . .
Ainsi, les deux fonctions x — —— et x — —————— sont continues sur |0, = | en tant que quotient de fonctions
cosx + sinx cosX + sinx 2

T T
continues sur le segment [O, E] dont le dénominateur ne s’annule pas sur [O, E] On en déduit que les intégrales I et |

existent.

/2 /2 :

7'[' —

I+I:J dx:—.etI—]:J Mdx:[ln\cosx+sinx|]g/2:0.Donc
0 2 0 COSX + sinx

Exercice n° 6.

dt
1) En posant t = e* et donc x = Int puis dx = T

1 2 dt 1

_ — ——:2 _— :2 X

Jchx dx J T J1+t2 dt Arctan(e™) + C,
t“r;

ou bien

1 h
J— dx = J 2677( dx = Arctan(shx) + C.
chx shx +1

Remarque. Les deux fonctions x +— 2 Arctan (e*) et x — Arctan (shx) sont deux primitives sur R de la fonction

1 . o
x — ——. Elles différent donc d’une constante. Comme ces deux primitives prennent la méme valeur en 0, on a donc

Vx € R, 2 Arctan(e*) = Arctan(shx).

dt
2) En posant t = e* et donc x =1Int puis dx = T
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1 2 dt 1 1 1
LI O [ L L PR I (L I
Jshxdx Jt_lt Jt2—1d J<t—1 t—H)d

t

X

eX/2 _ g=x/2

eX/Z + e—x/Z +C

e
=lnlt—1—-Int+1/+C=1In o1

}—i—C—ln

:ln’thgl—#C, CeR.

1 chx
3)Jm dX—Ja dX—ln‘ShX‘+C,CER

4) Jch3 dXZJ(Shzx—H)Chx dx:%sh3x+shx+C, CeR.

1

1 1
e (X +e ) = — (eP +4eP 46+ 4e 2 ye ™) = 3 (ch(4x) +4ch(2x) + 3) et donc

16

5) Pour tout réel x, ch* x =

Jch“ x dx = 1 (sh(4x) +8sh(2x) 4+ 12x) + C, C € R.

32
6)
ch®x 1+sh?x
~~ dx=| ———"chxd
J1—}—shxX d1+shxcxx
r 2 ]
B s du (en posant u = shx)
J u+1
[u? —142
= udu(en posant u = shx)
) u+1
2 2
—|lu—1+—"")du=% —u+2Inju+1]+C
J u—+1 2
_shzx

5 —shx+2In|1 +shx|+C, C e R.

7) On peut poser u = e* mais il y a mieux.

2
J\/Chx—] dXZJ \/(Chx—1)(chx+1) dxzjﬂ deSgn(X)JS}lix dx

vehx +1 vehx +1 vehx +1
= 2sgn(x)vVchx+ 1+ C.
8)
thx 1
Jchx—}—] dx-d chx(chx+1) shix dx
1
= m du (en posant u = chx)
(P ) g - e cer
J\u u+1 chx+1
9)

1 J 1+chx J 1 J chx
dx=| ——— dx = — dx — dx
J 1 —chx 1—ch?x sh? x sh? x

= cothx + L + C.
shx
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Exercice n° 7.

1) En posant u=x—1,

1 1 1
—dx= | ——— dx = | —— du = Arcsinu+ C = Arcsin(x — 1)+ C, C € R.
J\/Zx—xz J 1—(x—1)2 J\H—uz e resin{ )
2)
J’ 1 J’ T+x—v1—x 1(J\/1+x J'\/l—x )
dx = dx = = dx — dx
VI+x+VT—x (T+x)—(1—x) 2 x x
:lJ' v Zudu—&—J'LZvdv (en posant u=+v1+xetv=+v1—x)
2\ ur—1 1—v?2
u =141 v—141
= [ e
1 1 1 1 1 1
—J(”z(ﬁ‘u—“))dwj(‘“z(vq‘v+1)> v
vt ([ 2 w2 e
2 T+u 1—v

=1 +x—\/1—x+% <1n‘]_7 V1tx +1n

‘1+\/1—x
T+vV1+x

1—+v1—x

Jec

3) On pose u = x® puis v = /T + u (ou directement u = /T +x°) et on obtient :

du

x> dx
X6 6

v 1 V2 1 1 1 1
2 == | —— = — T4+ —— —
g 3Jv2—1dv 3<J<+2<v—1 v+1>)dv)

J\/1+x6 J\/1+x6 5d—1J T+u
u

X

EJ

1 1 v—1

1 1 V14+x6—1
= VI4+x6+-In|———||+C, CeR.
3( 2n\/1+x6+1> ’

Exercice n° 8.

1) On pose t = ! et donc x = ! et dx = _lz dt. On obtient
X t t
a 1/a a
IZJ inx dX:—J' M% dt:—J zln—t dt = —1I,
]/aX +] a _+.It ]/at +1
2
et donc, I = 0.
2) cos(px) cos(qgx) = %(cos(p + q)x + cos(p — q)x) et donc,
Premier cas. Si p # q,
J cos(px) cos(qx) dx = 1 {sm(p +q)x N sin(p — q)x] _o.
0 21 p+q P—d4 Jo

Deuxiéme cas. Sip =q #0,

™ 1
J cos(px) cos(gx) dx = =
0 2

7T us
Troisiéme cas. Sip =q =0. J cos(px) cos(gx) dx = J dx =
0
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s

La démarche est identique pour les deux autres et on trouve J sin(px)sin(qx) dx =0si p # q et ; sip=q # 0 puis

0
7T

J sin(px) cos(qx) dx = 0 pour tout choix de p et q.

0

x2+y?—(a+b)x+ab=0

est le demi-cercle de diamétre
y>0

3) La courbe d’équation y = /(x — a)(b — x) ou encore {
[AB] ou A(a,0) et B(b,0).
nRZ  7(b—a)? (b — a)?

Parsuite,siagb,I:T:Tetsia>b,I:— 3

4) L’intégrale proposée est somme de quatre intégrales. Chacune d’elles est la somme des aires de deux triangles rectangles

isocéles. Ainsi, I = %((12 +32) 4+ (224+22) + (32 +12) +4%) =22,

1
5) On pose u = —. On obtient
X

2 1/2 _ 2
I= (1 + %) Arctanx dx :J (1 4+ u?) Arctan (l> —du :J 1+ l) (E — Arctanu) du
X u 2

1/2 2 u? 1/2 u?
T 1 1
= — 2—=)—(=-2 — 1L
H((E3)-(-2)
Parsuite,I:?%r—IetdoncI:?jTﬂ.

7) En posant x = 7w — u, on obtient

T xsinx % (7t —u)sin(t—u) T sinu T usinu
I= 2 = 2 —du=m 2 - 2
o 1+cos?x < 14 cos?(m—u) o 1+cos?u o 1+ cos?u
2
= —m[Arctan(cosu)ly — 1 = 7-[7 -1
2
t d [=—.
et donc, )

—_—

Exercice n° 8. Soit x € R. La fonction t — Max(x,t) = =(x +t + |x — t|) est continue sur [0, 1] en vertu de théorémes
1

généraux. Par suite, J Max(x,t) dt existe.
0

2

e Six <0, alors Vt € [0,1], x <t et donc Max(x,t) = t. Par suite, f(x) =J tdt= 5
0
1

e Six > 1, alors Vt € [0,1], t < x et donc Max(x,t) = x. Par suite, f(x) :J x dt = x.
0

eSi0<x<1,

x 1
f(x):J th+J tat = +3(1—x2) = 2(1 +2).
0 x 2 2
%sixgo
Ein résumé, ¥x € R, Tlx) = 1(1+x2)510<x<1
2
xsix > 1
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Graphe de f.

2 4 y = f(x)
] .
| | | |
T T T T
-2 —1 1 2
Exercice n° 9.
/2 T /2
1)W0:J dx:—etW1:J sinx dx = 1.
0 2 0
+1 S

2) Soit n € N. Les deux fonctions x + sin™*' x et x +» —cosx sont de classe C' sur le segment [0, 2] On peut donc

effectuer une intégration par parties et on obtient

/2 /2 /2
Wiz = J sinxsin™' x dx = [~ cosxsin™*" X, "= J (—cosx)(n + 1) cosx cos™ x dx
0 0
/2
=0+(T1+1)J' cos? xsin™x dx (sin™*'(0) =0carn+1>0)
0
/2 /2 /2
:(n—i-])J' (1—sin?x)sin"x dx = (n+1) J sin“xdx—J' sin™*2 x dx
0 0 0

= (Tl—|— 1) (Wn _Wn+2)

et donc (n+2)Wy 2 = (n+1)W,.

n+1
VnEN, WTL+2 = n—H n-

3) ler cas. Si n est un entier naturel non nul et pair, on peut poser n = 2p ou p € N*.

2p—1 2p-—3 3 1
sz:pz—png—_zx...z><zxwo
Cp)x2p—1)x2p—=2)x(2p—3) x...x3x2x1

(

(2p) x 2p—2) x (2p—4) x ... x 4 x 2)*

« X
2

2éme cas. Si n est un entier naturel impair supérieur ou égal a 3, on peut poser n =2p + 1 o p € N*.
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W2p+1:2p2%><§z—_?x...;—1x§xw1
(2p)x (2p—2) x 2p—4) x ... x 4 x 2)*
2p+1)x2p) x(2p—1) x...x3x2x1
220 (pl)?

2p+ 17

ce qui reste vrai quand p = 0 et donc

220 (pl)?
2p+ 1"

vp € Na WZer] =

Exercice n° 10.

/4 T /4 ginx In2
/4
1) Ip = Jo dx =7 et I :J'o wonx = [—1In|cosx[ly’" = -
Soit n € N.
/e /4 tan™+ 1 x]7* 1
— n n+2 _ n 2 - _
In+1n+2—L (tan™x + tan™"~ x) dX_J'o tan™ x(1 4 tan” x) dx_[in+1 ]0 —
Soit n € N*.
n (_Uk—1 n n n
Z Sv_1 = Z(—Uk_] (Izk—2 + Ly) = Z(—Uk_] L2+ Z(—])k_1 Lk
k=1 k=1 k=1 k=1
n—1 n
=) (1) — ) (=D¥ =TI — (=1)"Izn.
k=0 k=1
n
. « T (_‘I)k—]
Ainsi, Vn € N*, I, = (—=1)" (Z —]; ST |
= (=)< =" = (=)<
De méme, Y 5 =1 = (=1 ans1 et done, Vn € N*, oy = -—— [ In2— > —
k=1 k=1
. T
2) Soient € E}O,E{et n e N*.
n/4—e/2 /4
0<In=J tan“xdx—FJ tan“xdxgztann(g—f)-kf_
0 7/d—e/2 4 4 2 2

T € T €
Maintenant, 0 < tan (Z — z) < 1 et donc lim tan™ (Z — —) = 0. Par suite, il existe ng € N tel que, pour n > ny,

n—-+oo 2

T € I3
Ogtan“(z—z)<z.PournZno,onaalorsO<In<s.

Ainsi, [, tend vers 0 quand n tend vers +o0o. On en déduit immédiatement que
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